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Для дифференциально-операторных уравнений четвертого порядка рассматривается трехто-
чечная задача с однородными условиями, заданными в точках 0t = , 1Tt =  и ,t T=  и условиями согласо-
вания в точке . Функции u и f – функции переменного 1Tt = ) ,0( Tt∈ , принимающие значения в гильбер-
товом пространстве Н. С рассматриваемой задачей связано операторное уравнение с областью опре-
деления оператора L, включающей в себя условия, накладываемые на функцию u в точках , 0=t 1Tt =  и 
. Методом энергетических неравенств для рассматриваемой задачи устанавливается существо-
вание и единственность сильного решения операторного уравнения. 
Tt =
 
1. Постановка задачи 
На интервале (0, T) рассмотрим трехточечную задачу: 
4
4 ( )
d uLu Au f t
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≡ − = ;                                                                   (1) 
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Здесь u и f – функции переменного (0, )t T∈ , принимающие значения в гильбертовом пространст-
ве Н, норму и скалярное произведение в котором обозначим символами ⋅ ,  соответственно;  
A – линейный самосопряженный и положительный оператор в H с областью определения , т.е. для 
оператора А справедливо неравенство: 
( , )⋅ ⋅
( )D A
0) ,( ≥vAv , )(ADv∈∀ ,                                                                  (4) 
и при каждом  оператор 0ρ > A A Iρ = + ρ  имеет в Н ограниченный обратный оператор 1A−ρ . 
В точке  на функцию  наложим дополнительные условия (условия сопряжения), которые 
имеют вид (3). 
1t T= ( )u t
Задаче (1) – (4) поставим в соответствие оператор L с областью определения D(L), состоящей 
из функций  и  удовлетворяет условиям (2) и (3). Оператор 
L рассматривается из E в F, где E – гильбертово пространство, полученное пополнением множества 
D(L) по норме: 
2 2((0, ), ), ( ) ((0, ), )u L  T  H    Au t L T  H∈ ∈ )(tu
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⎛ ⎞⎜ ⎟= + + +⎜ ⎟⎝ ⎠∫ Au  u dt , 
а F – банахово пространство, полученное пополнением ( )2 (0, ),L T  H  по норме: 
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где оператор Mv  определяется выражением: 
1
1
, 0 ;
( ) ,
dvt v   t T
dt
Mv
dvt T v  T t T
dt
⎧ − ≤ ≤⎪⎪= ⎨⎪⎪ .− − < ≤⎩
    
В [10] для рассматриваемой задачи установлено энергетическое неравенство.  
В данной работе методом энергетических неравенств исследуется разрешимость поставлен-
ной задачи. 
Рассмотрим оператор  с областью определения D(L). Справедлива следующая лемма. :L E F→
ЛЕММА. Оператор  с областью определения D(L) допускает замыкание. FE:L →
Доказательство. Согласно критерию замыкаемости операторов в банаховых пространствах [9, с. 92] 
нужно показать: из того, что   в Е и  в F, следует, что  0nu → ( )nu D L∈ nLu f→ 0.f =
Пусть v(t) произвольная, достаточно гладкая по t функция, удовлетворяющая условиям (2), (3) и 
принимающая значения в области определения оператора А.  
Так как область определения D(L) оператора L такова, что на ней 2 (( ), )Lu L OT  H∈ , то имеем 
равенство: 
4
4
0 0
( ) lim ( , ) lim ,
T T
n
nn n
d uf v Lu  Mv dt Au  Mv dt
dt→∞ →∞
⎛ ⎞= = −⎜⎝ ⎠∫ ∫ n ⎟ .                                         (5) 
Интегрируя по частям в первом слагаемом правой части равенства (5) и используя свойство 
оператора А, предельным переходом при  убеждаемся, что n →∞ ( ) 0f v = . А это значит, что имеет 
место лемма. 
Символом L  обозначим замыкание оператора L. Замыкание строится следующим образом [9, с. 115]: 
функцию  отнесем к области определения Eu∈ ( )D L  оператора L , если существует последователь-
ность  и элемент  такие, что  в Е и  в пространстве F. При этом поло-
жим 
( )nu D L∈ Ff ∈ uun → nLu f→
lim nnLu f Lu→∞≡ = . 
Так как элементы графика оператора L  являются пределами последовательностей элементов гра-
фика оператора L, то с помощью предельного перехода неравенство (9) из [10] распространяется на 
( )u D L∈ , т.е. справедливо неравенство:  
E F
u c Lu≤ ⋅  ( )u D L∈ .                                                                (6) 
Из неравенства (6) непосредственно вытекает: 
СЛЕДСТВИЕ. Множество значений ( )R L  оператора L  замкнуто в пространстве F, ( ) ( )R L R L=  и 
на ( )R L  существует ограниченный обратный оператор 1 1( ) ( )L L− −= . 
Доказательство замкнутости множества значений ( )R L  оператора L  в F следует из равенства: 
( ) ( )R L R L= . 
Для доказательства этого равенства доказываем справедливость включений:  
( ) ( )R L R L⊂  и ( ) ( )R L R L⊂ . 
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Справедливость первого включения следует из определения множеств ( )R L  и ( )R L .  
Справедливость включения ( ) ( )R L R L⊂  устанавливается, используя то, что для ( )f R L∈  суще-
ствует  в пространстве F, и для каждого  найдется nf → f nf ( )nu D L∈ , что .  является фун-
даментальной последовательностью в Е, и в силу неравенства (6) – фундаментальная последователь-
ность в Е, и в силу полноты Е .  
n nLu f= nf
nu
nu u E→ ∈
Из построения замыкания оператора L будем иметь, что ( )u D L∈  и f Lu= , а следовательно, 
 и тем самым доказывается второе включение, значит ( )f R L∈ ( ) ( )R L R L= . 
Так как оператор L  линейный и для него имеет место неравенство (6), то на ( )R L  существует ог-
раниченный обратный оператор . Из теоремы о продолжении линейного оператора по непрерывно-
сти [11, с. 124] следует равенство: 
1( )L −
1 1( ) ( )L L− −= . 
2. Существование сильного решения 
Рассмотрим операторное уравнение: 
,Lu f    f F= ∈ .                                                                        (7) 
Решение уравнения (7) называется сильным решением задачи (1) – (3) в пространстве Е. 
Однозначная разрешимость уравнения (7) при любом F или существование и единственность 
сильного решения задачи (1) – (3) будет установлена, если докажем плотность в пространстве F множе-
ства . Имеет место следующая теорема. ( )R L
ТЕОРЕМА. Пусть выполняются условия теоремы из [10], тогда множество значений R(L) плотно в F. 
Доказательство. Так как F – рефлексивное пространство, то плотность R(L) в F равносильна то-
му, что из равенства  
0
( , ) 0
T
Lu   Mv dt =∫ ,                                                                       (8) 
( )u D L= , следует равенство . 0v =
Интегрируя по частям в (8) первый член и используя условия (2) и (3) для функций  и  полу-
чим равенство: 
u ,v
3 2
3 2
0 0
, ( ,
T Td u d v t Au   M
dt dt
⎛ ⎞ = −⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ∫ )v dt .                                                          (9) 
Предельным переходом равенство (9) распространим на такие 2 ((0, ), )u L T  H∈  и  удовлетво-
ряет условиям (2), (3). После этого в равенство (9) положим , где  из равенства (8), а 
( )u t
1 1( )( )u A A v− −ρ ρ= v
A A Iρ = + ρ ⋅ ,  и получим равенство: 0ρ ≥
22 1
1 1
2
0 0
3 ( , )
2
T Td A v
dt AA v  A v dt
dt
−
ρ − −
ρ ρ= −∫ ∫ .                                                     (10) 
Так как правая часть равенства (10) неположительная, то из равенства (10) вытекает неравенство: 
21
0
0
mT
m
d A v
dt
dt
−
ρ ≤∫ , 
из которого заключаем, что , и тем самым 1 0A v−ρ = 0v = . 
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